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Es wird vorgeschlagen, die Bezeichnungen ,,weak-field-}Iethode" bzw. ,,strong-field- 
Methode" dutch ,,(L~U)-MeChode" bzw. ,,(yy'F)-Methode" zu ersetzen. 

Nach einer kurzen Einfiihrung in die (yy'/~)-Methode wird mit den Mittsln der Gruppsn- 
und Darstellungstheorie eine Formel a.bgeleitet, mit deren Hilfe man schnell Rasse und 
~Iultiplizit~t der Terme eines Komplexions in der (yT'F)-Methode angeben kann. Einige 
Spezialf~t.lle dieser Formel und die systematische Bcstimmung der (yy'F)-Funktionen werden 
er6rtert. 

I t  is suggested that the misleading designations "weak field method" and ,,strong field 
method" be replaced by "(LF) method" and ,,(yy'F) method", respectively. 

Following a brief introduction to the (77'/") method an equation is derived by group 
theoretical means which leads to rapid classification of the (yyrp) terms. Several special eases 
and shm~ cuts are discussed as well as the systematic determination of the (yy'F) functions. 

Le remplacement des termes (<m6thode du champ foible>> et (m16thode du champ fort>> par 
(<m6thode (LF)>> et <(m6thode (yy'/~)>> est propos6. 

Apr~s une introduction dons la m6thode (yy'F) une formule est d4riv6e ~ l'aide de la 
th6orie des groupes et des repr6scntations, qui donne la repr6sentation irr6ductible et la 
multiplicit6 des termes d'un ion complexe dons le cadre de la m6thode (Ty'lV). Quelques cos 
sp6cianx de cette formule et la d6termination syst6matique des fonctions (yy'F) sent discut6s. 

A. Einleitung 

Dos Problem, die aus einer Konfiguration eines freien Atoms nach Einschal- 
tung der E]ektronenwechselwirkung entstehenden Terme zu ermitteln, ist bereits 
gegen Ende der zwanziger Jahre mit den Mitteln der Gruppen- und Darstellungs- 
theorie ge]Sst worden. Dama, ls wurde auch dos sog. Vektormode]l der Atome, dos 
man zuvor auf Konfigurationen mit nicht ~quivalenten Elektronen angewandt 
ha t t e ,  g ruppen theore t i sch  begrf indet .  Eine  Beschre ibung dieser  Methoden  finder 
m a n  in den b e k a n n t e n  Bi ichern yon H.  W~YL [7] und  E. P.  W I G ~ I ~  [8]. 

Zwar  h a t  I t .  A. BETH~ wenig sparer  in seiner grundlegenden  Arbe i t  [1] aus dem 
J a h r e  i929, ebenfal ls  mi t  Hilfe g ruppen theore t i scher  gTberlegungen, gezeigt, wie 
m a n  ouch bei  n icht  kuge l symmet r i schen  P rob lemen  die Rasse  der  en t s tehenden  
Terme e rha l ten  k a n n  [4], doeh fehlte insbesondere  in der  Methode  des s t a rken  
Ligandenfe lds  bis lang eine al lgemein anwendbare  Vorschrif t ,  die dem Slaterschen 
Vorgehen bei  den freien A t o m e n  en tsprochen  ha t tc .  Es is t  dos Ziel dec vor l iegenden 
Arbei t ,  eine solche Methode  anzugeben.  

W i t  wollen im folgenden s t a r t  yon der  Methode  des schwachen Xomplexfe lds  
yon der  (L / ' ) -Methode  sprechen,  da  die Methode  durch  den ve rwende ten  Eigen- 
f unk t i ons typ  (LF) gekennzeichnet  und  n icht  an das Vorhandense in  sehwacher  

11b* 
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Komplexfelder gebunden ist. Dureh das Symbol (LF) sell ausgedriiekt werden, 
dab die Funktionen (LF) Eigenfnnktionen zum Operator des Drehimpulsbetrags L 2 
mit den Eigenwerten L(L + t) sind und sieh aul3erdem nach bestimmten irredu- 
ziblen Darstellungen F der infrage kommenden Symmetriegruppe des Hamilton- 
operators transformieren. J~hnlieh wollen wit die Bezeichnung ,,]Y[ethode des 
starken Komplexfelds" dureh (~?'F)-Methode ersetzen und dadurch zum Aus- 
druck bringen, dab die Funktionen (~?'_P) ebenfalls zu bestimmten irreduziblen 
Darstellungen F der betrachteten Symmetriegruppe gehSren. Dartiber hinaus 
geh6ren diese Funktionen jeweils zu einer Konfiguration, die dureh Angabe der 
besetzten Einelektronenzust~nde y bzw. ?'  gekennzeichnet ist*. 

Sowohl die Funktionen (LF), als auch die (?7'F) sind ebenfalls Eigenfunktionen 
zu den Spinoperatoren S 2 und 3 z (s. Abschnitt E) mit den Eigenwerten S(S + 1) 
bzw. Ms. Die vollst/~ndigen Symbole fiir diese Funktionen lauten also (LF SMs) 
und (yy'F SMs). Die Abkfirzung dieser Symbole zu (LF) und (y?'F) und der obige 
Vorsehlag, die bisherigen Bezeichnungen strong- bzw. weak-field-Methode durch 
(?y'/')- bzw. (LF)-Methode zu ersetzen, erfolgen in Anlehnung an die aus der 
Theorie der Atome bekannten Bezeiehnungen (.i]), bzw. (LS). Tats/iehlieh ist, 
wie in einer spgteren Arbeit gezeigt werden soil, der Obergang zwischen (LS)- und 
(]])-Kopplung dem ~bergang yon der (LF)- zur (~?'F)-Methode weltgehend analog. 

Ffir die weitere Diskussion wollen wir die (??'F)-Methode als Ausgangspunkt 
ws Diese Methode sell deshalb im tblgenden Abschnitt kurz besprochen 
werden. 

B.  D ie  (?y'P).Methode 

Wenn wit die Spin-Bahnwechselwirkung als vernachl/~ssigbar klein ansehen, 
laute$ der Hamfltonoperator ffir das Modell des elektrostatischen Komplexions 
wie folgt : 

-/lv  z )  (1) 

Dabei wJrd fiber alle Valenzelektronen des Zentralions aufsummiert. Die ver- 
schiedenen Anteile yon (l) haben folgende Bedeutung : 

i 2 ist die kinetische Energie des i.Valenzelektrons, 

Z die potentielle Energie des i. Valenzelektrons in bezug auf den durch die 
r~ Rumpfelektronen abgeschirmten Kern des Zentralions mit der effek- 

t iven/(ernladung Z, 
1 

--  ist die potentiello Energie zwischen dem i. und dem ]. Valenzelektron, 
rli  
q~. ist die potenkJelle Energie zwischen dem i. Valenzelektron und dem k. 
r~ Liganden mit der Punktladung --  q~. 
In der (yy'F)-Methode [6] setzt man nun: 

H = H ~  ' 

�9 (la) 

H '  = . z . . _ _ .  ( t b )  
z < ]  r iy  

* Bei Einelekt, ronenzustanden verwenden wir kleine Buehstaben, also y st~t~ F 
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Die Schr5dingergleiehung ffir das ungestSrte Problem mit dem Hamilton- 
operator (l a) ist separierbar. Die Separation ffihrt auf das repr~tsentative Ein- 
elektronenproblem mit dem Hamfltonoperator 

�89 __z + >_: (1o/ 

flit das i. Elektron. Die LSsungen der SchrSdingergleichung mit dem Hamilton- 
operator (ic) sind bekannt, tt .  A. BETHE hat sie in der bereits zitierten Arbeit 
ftir alle wichtigen F/ille angegeben. Es sind Linearkombinationen der d-, /-, g- 
Elektronenfunktionen, die sich naeh bestimmten irreduziblen D~rstellungen 
y der infrage kommenden Symmetriegruppe transformieren. 

Wir wollen im folgendert nur Komplexe der zwei- und dreiwertigen Ionen mit 
d-Valenzelektronen betrachten und uns aul~erdem auf den allerdings h~ufigsten 
Fall (pseudo-)oktaedriseher Symmetrte des Ligandenfelds besehrs Die 
wesentliehen Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auf f-Elektronenfunktionen 
und niedere Symmetrien fibertragen. 

Die LSsungen des Problems dl(O), also des repr/~sentativen d-Einelektronen- 
problems im Oktaederfeld*, mit dem Hamfltonoperator (i e) shad die Einelektro- 
nenfunktionen : 

i 
= ~ [ ( 2  - - 2 )  - -  (22)] 

0 = ( 2 0 )  

= V ~ [ ( 2  - 1) - (21)]  (2) 
s : :/~[(22) + (2 - -  2)] 

V~ i 
= ~ [ ( 2  - -  i) + (2i)] 

also Linearkombinationen der d-Elektronenfunktionen (2 mr). Hierbei verwenden 
wit die yon J. S. GRIFFIT~ [2] eingeffihrten Bezeichnungen. 0 und e, die sich naeh 
der zweidimensionalen Darstellung y = e der Symmetriegruppe 0 transformieren, 
gehSren zu dem doppelt entarteten Eigenwert 6 Dq**.  ~, ~] und ~ transformieren 
sieh naeh der dreidimensionalen Darstellung ?'  = tz und geh6ren zu dem dreifaeh 
entarteten Eigenwert - -  4 Dq. 

Geht mart nun zum Mehrelektronenproblem dn(O) fiber, so besetzt man die 
Zust/inde e bzw. t~ mit (maximal 4 bzw. 6) Elektronen und erh~lt die Konfigu- 
rationen (y? ' ) =  e m t~ n-re. Wir kSnnen die LSsungen der SchrSdingergleiehung 
mit dem Hamiltonoperator (la) naeh Angabe der Konfiguration aufsehreiben. 
Die Energie der Konfiguration e m t2 n - m  ist : 

E o = 6 m Dq  - -  4 (~ - -  m) Dq  = (tO m - -  4 n) Dq  (3) 

Die diesea Energien zugeordneten Eigenfunktionen q~a sind antisymmetrische 
Funktionen, also Heisenberg-S]ater-Determinanten der 0,' " ,  ~. So gehSren z. B. 
zur Xonfiguration e 2 die seehs H-S-Determinanten: 

{ o+ o->, I ~+ e->, l o+ ~+>, 1 o- e->, I o+ ~-> ~nd I 0- ~+>, 

* D~ die d-Funktionen gegen Inversion invariant sind, genfigt es in den folgenden gruppen- 
theoretischen Betraehtungen, sich auf die Symmetrieoper~tionen der Gruppe 0 (start der 
vollen Grnppe 0h) zu beschrgnken 

** Dq ist der sog. kubische Feldparameter 



t62 KA~LH~I~Z HA~SEN: 

dean es gibt (42)= 6 mi~ dem Pauli-Prinzip vertr/igliche Kombinationen der 
beiden zur Darstellung e gehSrenden Funktionen 0 und s*. 

Im n/~chsten N/~herungsschrit~, der Stgrungsrechnung mit dem Operator (ib), 
berficksichtigen wir die elektrostatische Wechselwirkung zwischen den Valenz- 
elektronen. Da indes die zur Konfiguration e m t2n-m geh6rende Ertergie E 0 stets 
entartet ist, miissen wir zun/ichst die sog. richtigen Linearkombinationen 0. 
N/iherung der ~b~, also die Funktionen (yF'F) bestimmen. Diese Funktionen lassen 
sieh leicht angeben (s. Absehnitt E), sobald wir t~asse 1"und Multiplizit~it (2 S + 1) 
der aus einer Konfiguration (yy') ents~ehenden Spaltterme kennen. 

C. Rasse und Multiplizit~it der Terme eines Komplexions in der (?,F'F)-Methode** 

Das vorliegende Problem gleieht in vieler tIinsicht dem verwandten Problem 
der gruppentheoretischen Klassifikation yon Termen freier Atome. tIier wie dort 
ist der ttamiltonoperator (1) gegen beliebige Drehungen ~ der Spinkoordinaten- 
systeme invariant, solange die Spin-Bahnwechselwirkung unberficksichtigt bleibt, 
der I-Iamiltonoperator also keine Spinkoordinaten enth/tlt. Wenn mart deshalb, 
wie dort, fordert, dal3 die Linearkombinationen (yy'/') der ~b~ in bezug auf Dre- 
hungen | des Spinkoordinatensystems zuDarstellungen ~9(s) derKugeldrehgruppe 
geh6ren, hat man die Aquivalenz der Elektronert bereits yell berficksiehtigt, 
kann also zur L6sung unseres Problems auf die Anwendung der Permutations- 
gruppen verzichten [8]. 

In bezug auf den Ortsanteil (0 usw.) der verwendeten Basis unterscheide~ sich 
das vorliegende Problem vom Problem kugelsymmetriseher, freier Atome, da der 
Hamiltonoperator (1) einen Anteil mit oktaedriseher Symmetrie enth~lt. W/ihrend 
der Hamiltonoperator (1 a) invariant gegen voneinander unabh/~ngige Drehungen 
der Koordinatensysteme der Einzelelektronen ist (sofern diese Drehungen Sym- 
metrieoperationen der Oktaedergruppe entspreehen), ist der Hamiltonoperator (1) 
nur noch invariant gegen gMehe Drehungen %R tier Koordinatensysteme aller 
Elektronen. 

Die l~unktionen ( y y ' F )  miissen also in bezug auf Drehungen | des Spinkoordi- 
natensystems zur Darstellung 0(s) der Kugelgruppe (yon jetzt ab mit uz+l 1" 
bezeichnet) und in bezug auf Drehungen ~R des kartesisehen Koordinatensystems 
(R ist eine Symmetrieoperation der Oktaedergruppe) zur irreduziblen Darstelltmg 
/ )  der Oktaedergruppe gehSren. Insgesamt miissen sie deshalb zu irreduziblen 
Darstellungen der Produktgruppe ~ ~- | • %R gehSren. Es ist unsere n~chste Auf- 
gabe, diejenigen Darstellungert der Produktgrupioe ~ zu finden, die dureh die 
Basis der Eigenfunktioaen q~ induziert werden und diese daran ansehlieBend naeh 
irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe auszureduzieren. Diese Aus- 
reduktion ist das gruppentheoretische Analogon der durch die elektrost.atisehe 
Wechselwirkung bewirkten Aufspaltung. Wir kSnnen also jedem Spaltterm eine 
irreduzible Darstellung der Produktgruppe zuordnen und damit Rasse 1" i u n d  
Multiplizit~t (2 S + 1) des betreffendert Terms bestimmen. 

Yiir den ,Spinfaktor" | der Produktgruppe ~ k6nnen wir naeh dem, was welter 
oben gesagt wurde, Mle aus der Theorie der Atome bekannten Ergebnisse [8] 

* + bzw. --  bezeichnen Spin a bzw. fl 
** Bericht an die Deutsche Forschungsgemeinsehaft vom 27. Mai ~ 96~ 
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iibernehmen. Insbesondere kSnnen wit uns, wie dort, anf diejenigen Darstellungs- 
matrizen besehr~nken, die Drehungen des Spinkoordinatensystems um die 
z-Aehse entspreehen, da die Drehungen | um die z-Aehse (mit dem <): co) eine 
Untergruppe der t(ugelgruppe bilden. Wegen 

1 . 1 . 

bekommt man ffir die Anwendung yon | auf die ~ das folgende Ergebnis: 

1 . 

|  r  (T1 ~ t ' "  .T~ ~ )  = e ~ ~ ( ~  + " " " + ~176 qh  (r~ ~ . .  -r~ ~ ) ,  (4) 

wenn T~ die Ortsfunktion, en die Spinfunktion des ~. Elektrons bezeiehnet und 
a -- + I bzw. - -  i ist, je naehdem ob fl ~: cr oder fi ist. So ergibt sieh beispielsweise 
ffir die Anwendung yon | auf die t~unktion 1 0%+5: 

| l0 + ~+5 = | ~ (01~; e2~2) = e ~  [0 + e+>. 

Ffir die irreduziblen Darstellungen 2s+1/2j der Produktgruppe ~ = | • 3;R 
(bzw. deren Charaktere 2,S+~Zj ) ben6tigen wir weiter unten die Charaktere ~s+lz(w ) 
der irreduziblen Darstellungen es+l / ,  der Kugelgruppe. Sie sind dutch 

+ S  

\~ e~,'~ (5) 2 s + a z ( o  ) = ~ 
v =  - - S  

gegeben. Ein Tripletterm liefer~ also z. B. den Beitrag 

~Z(~) = e-i~ + 1 + d~  

zum Charakter aZj. 
Als n/iehstes untersuehen wir die Anwendung yon ~a auf die Funktionen ~b z. 

Die H-S-Degerminante q~a (TlOl"''TnOn) zerf~tllg, wenn man sie entwiekelt, in 
eine Summe yon Produkten, yon denen man das Produkt ~ot (ZlOl) ~2 (z~O~) . . .  
~o~ (znOn) als repr~sentativ betraehten kann. Die Anwendung yon %R f/ihrt dieses 
Produkt  ~m allgemeinen in eine Linearkombh~ation der reprs t ' rodukte 
von ~ ,  q~z,"" und damit r in eine Linearkombination der ~ba, q)~,.., fiber. 
So bekommt man beispielsweise als Ergebnis der Anwendung von C a (Ca sei eine 
Drehung im Uhrzeigersinn mit dem Winkel 2/3 ~ um die Oktaederaehse [t i l ]  ) auf 
die Funktion I 0+ 0->: 

~_ 1 1 3 
l 0§ o-> = I 0§ 0-> + 10§ + I 0-> + I 

DabeL haben wit bereigs die Kenntnis der Transformagionseigensehaften tier 
Einetektronenfunktionen (2) - -  insbes. C~ 0 = - -  t /2 0 - -  l /2~/ge  - -  vorausgesetz~. 
Man kann sie den in der Literatur verSffentliehten Transformationstabellen [2a] 
entnehmen. Ffir den Charakter der dureh die ~z induzierten Darstellung interes- 
siert nur der Faktor  yon ~bz, d. h. in dem obigen Beispiel tier l%ktor i /4 von l0 + 0->. 

Die fiir die irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe ~ (bzw. deren 
Qharaktere) benStigten Charaktere Zj (R) der irreduziblen Darstellungen _Pf der 
Gruppe O kann man ebenfalls der Literatur [8] entnehmen. 

Wit sind nun ia der ],ago, diejenigen Darstelhlngen der Produktgruppe 
| • %a, die dureh die Basis der q3;, induziert werden, anzugeben. Wenn wit | ~R 
auf ~5;, anwenden, so gehSrg zum Element (co, R) die Darstellungsmatrix d (co, R). 
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Die Gesamthei t  dieser Matr izen bildet die im allgemeinen noch reduzible Darstel lung 
Pc, der Produktgruppe .  Z (o, R) sei der Charakter  der Matr ix  ~ (o~, R). Wir  bekom- 
men  Z (o9, R), indem wir das Ergebnis  der Anwendung  yon | au f  ~ ,  also den 

1 . 

F a k t o r  e -~ ~o (a~ + �9 �9 �9 + ~,) in (4), multiplizieren mi t  dem Ergebnis  der Anwen- 
dung yon ~ auf  ~b~ (also mi t  den Fak to ren  yon ~b~) und fiber alle ~5~ der betreffan- 
den Konfigurat ion (y~/) aufsummieren.  I n  Tab.  J ist das ffir alle sachs zu der Konfi-  

1 

gurat ion e ~ geh6renden ~ durehgeffihrt.  Da  dar l%ktor  e ~ i~ (~  + �9 �9 �9 + ~ )  ffir 
eine bas t immta  l~unktion fiSx bei allen Operat ionen R gleich ist, ist er nm'  in der s 
sten rechten Spalte  der Tabelle (unter | angegeben. Man muB sich allo Beitr/~ge 
zum Charakter ,  die aus der Anwendung  yon ~:g auf  ~5~ ents tehen und die also in 
derselben Reihe stehen, mi t  diesem F a k t o r  mult ipl iziert  denken.  In  Tab.  1 sind 
ebenfalls angegeben:  die Charaktere  Z~ (R) ffir Pl  = A~, A~ und E,  die Diagonal- 
elemente der dutch die Funk t ionen  0 und e induzierten Matr ixdars te l lung der 

Tabelle I. Konfiguration e ~ aus d ~ (0 )  

~111 ~101 ~ o  g O~ O~ us u~ 

A i 1 I I t 1 

E 2 2 o - I  0 
A~ 1 1 --1 t --1 

Eo 1 t 1 --~1~ --11~ 
E~ I ~ --i - - i /2  I/.~ 

[ 0 + 0 - )  
I s+ s-> 
10+ s 
10+ e-) 
I 0 -  e+) 
I 0-e- )  

z (~, R) 

R 
a2s  + 1 

und 
R 

~X28 + 1 

+ 

§ 

i 

2 ~  
I! I[ 
r162 

2 ~  
II II 

§ 

+ 

2 ~  
[[ II 

2 ~  
II [[ 

1 
1 

- - t  
--1 

- - t  

] 

8 

§ 

7 

I[ II 

2 ~  
II II 

1/4 
t/4 
t 

1/4 
1/4 
1 

8 

§ 

2 ~  
II H 

II FI 

I/4 
I/4 

- - i  
- - I / 4  
- -1 /4  
--1 

I 

+ 

~C 

2 2  
II [r 

2 2  
[t [I 
[ t  

I 
1 

eio 

t 
1 

s 

Oktaedergruppe,  sowie die GrSBen a ~  + ~ und a~sR + ~, die wir sp~ter ben6tigen und 

dor~ erkl/~ren. 
Die irreduziblen Darstel lungen 2s+l/~j der P roduk tg ruppe  | •  bekomm~ 

m a n  [8] aus den irreduziblen Darstel lungen der  , ,Faktoren" ,  indem man  das 
direkte P roduk t  bildet:  
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Die (uns interessierenden) Charaktere 2S+1.~i der Darstellungsmatrizen sind 
dann durch das Produkt  

~s+~zj = ~s+~z (~)" Zj (R) (6) 

gegeben. Dabei kann man Zi (R) den in der Literatur angegebenen Charakteren- 
tabellen (s. o.) entnehmen, w~hrend 2s+~ g(o9 ) dm, ch (5) gegeben ist. Zu den irredu- 
ziblen Darstellungen ~A~, ~E und aA2 (1F~, xFa und aF~ in der Schreibweise yon 
It .  A. B~THW) gehSren also die in Tab. 2 angegebenen Charaktere: 

E 
3v~ 
~c ,  
8 C a 
6 C~ 

Tabelle 2 

1A 1 ~E 

2 
2 
0 

--1 
0 

3A~ 

(d ~ § 1 § e-i~) 

--(do + 1 § e-i~) 
(d~ § 1 § e -~) 

--(d "~ § 1 + e -i~) 

:A 1 + 1E + aA~ 

4 § (d~ § e-i~) 

Mit Hilfe der in den Spalten von Tab. i angegebenen Charaktere Z(o, R) und 
den a priori bekannten Charakteren 2s+1 Zj der irreduziblen Darstellungen ~s+l F1 
der Produktgruppe k5nnen wir jetzt die Ausreduktion ,,per inspectionem" voll- 
ziehen, d. h. wir stellen dutch Probieren lest, welche der bekannten Charaktere 
~S+IZj sich fiir alle Elemento (~o, R) zu Z(w, ~)  aufsummieren. Dm-ch Vergleich 
der letzten Spalto yon Tab. 2 mit den in Tab. I angegebenen Z(~O, R) bekommt 
man so das bekannte Ergebnis [6]: 

F(e  2) = 1A 1 + 1E + aA2 

Aus der Konfiguration e 2 entstehen bei Ekeschaltung der Elektronenwechsel- 
wirkung drei Spaltterme: eke Triplett mit der Oktaederrasse A s und zwei Sin- 
guletts mlt dor Rasse A 1 bzw. E. 

Im folgenden Abschnitt wollen wir ekee Formel ableis die es gestattet, die 
Ausreduktion aueh damn zu vollziehen, wenn dies nicht bereits per inspectionem 
gelingt. 

D. Allgemeine Formulierung 

Um die Darstelluagen T'~ nach den irreduziblen Darstellungen der Produkt- 
gruppe auszureduzieren, genfigt es festzustellen, wie oft die Charaktere 2s+lZi in 
Z (co, R) enthalten sked. Unsere Aufgabe ist es also, clio Zahlen A~s+I, I in der Formel 

Z(w, R)--  ~. ~ A~s+~, I~s+IZi (7) 
s i 

zu bestimmen. Nach (5) und (6) kann man daffir schreiben: 

Z (a~, /~)--~ )_~ ~ A2S+I ' I 2s§ Z ((D) �9 Z~ (R) 
8 i 

+ s  
= )_: )L A~s+~, s �9 zj  (R) Y r  (7~) 

Ftihrt man ffir den Beitrag A2s+~, iZ~" (R) der ]. Darstellung die Abkiirzung 
a ~  + 1, J eke : 

R a2S+ 1' ~ = A2S +1, ~ ~j (R) (8) 

11a* 
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bekommt  man  : 
+ S  

2 8 + 1 ,  j v ~ - - S  

FaItt  man  jeweils gleJche Potenzen yon e~ zusammen und bezeiehnet die 

Faktoren  yon  e ~ S  m i t a  R kann  man  das im Fall ganzzahliger S wie folgt 
sehreiben : 

R ~co a5R e2loJ @. . . .  Z (e~ R)  . . . .  + aff + a a e + (9) 

Es geniigt, positive Potenzen yon e t~ in dieser Summe zu betrachten, da die 
Koeffizienten yon  e~ und  e - ~  gleich sind. 

Der Fak to r  a ~, + 1 yon d ~z' setzt sich aus den Zahlen R a2s + ~, j zusammen. Nur  
die Darstellungen mit  S > S '  liefern einen Beitrag:  

a 2 8 + 1  , 2 8 + 1 , ]  "j- 2 8 + 3 , ]  -~- "" ") 

a~+~= 2, ( a~+~,; + . . .)  
tt _ _ a  R Fiir die Differenz (a2s + 1 2s + a), die mit  ~ + ~ bezeichnet werden soll: 

~ (tO) 0~+ 1 = a2~_{_ 1 -- a28+a 

ergibt sieh also : 
R ~ ~ a R  

0r -[- 1 . 2S@1,] 

und wegen (8): 
0c~+~ = ~ A2S+1, i z i  (R).  (J_J_) 

J 
Multiplikation mit  Zj' (R) und Summat ion  fiber alle R ergibt:  

v zj, (R) ~ 1 = F ~ A~S+l, s zs (R) z~, (R) = h A~s+l, 1, 
/t R j 

wegen der ftir die Zj (R) giiltigen OrthogonMitgtsrelationen [8]. Die gesuchten 
Zahlen Azs+l, 1, bekommt  man  also aus:  

A 2 S +  1, i '  - -  l~, ~x2S + 1 Z]' ( R )  

h ist die Ordnung der infrage kommenden  Symmetriegruppe.  
Mit der Formel  (i2) kann  m a n  nun die Zahlen A2s+l, i in (7) auch dann  ermit- 

teln, wenn dies nicht  bereits auf  die im letzten Abschni t t  beschriebene W d s e  
gelingt.  Hierzu en tn immt  man  zungchst  aus (9) die Faktoren  a ~ +  ~ yon e ~s .  Die 

~ R  + 1 bekommt  m a n  danach aus (10). Man setzt sie, zusammen mit  den Zj (R), die 

man  einer Charakterentafel  fiir die infrage kommende  Symmetr iegruppe ent- 
nehmen kann, ein in (12). So bekommt  man  mit  den in Tab. I enthal tenen Zahlen 
a2~ + 1 und Charakteren Zj (R) unter  Berficksichtigung der Vielfachheit der Elemente  
yon  0 und yon  h = 24 aus Formel  (12) die folgenden Zahlen Aes+I, t :  

I ( l x 3 + 3 x 3 + 6 x  1 + 8 • 2 1 5  i ) = l  A1,1 = ~i -  

I ( 2 • 2 1 5 2 1 5  1 - - 8 • 2 1 5  & , a  = ~ -  

t ( I x  ~ - } - 3 x  l - - 6 x - - t + 8 x  l - - 6 x - - l ) = i .  A3,~ = ~ -  
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Alle anderen A2s+l, j sind gMch Null. Man best/ i t igt  das gegen Ende  von 
Absehni t t  C per  inspect ionem erhal tene Ergebnis .  

Die Ablei tung yon  (12) ist allgemein. I n  ihr ist niehts  verwendet  worden,  was 
sieh auf  eine spezielle Symmet r i eg ruppe  bezieht.  Fo rme l  (12) ist daher  auf  alle 
Symmetrief/~lle anwendbar .  

Bei der Be t r aeh tung  der Formel  (12) fi~llt die Xhnliehkeit  mi t  der sonst (d. h. 
insbes, ffir Symmet r iegruppen)  giiltigen Formel  

1 
t j ,  = ~ ~ Z (R) Zj' (R) 

auf. Es  ist offenbar lediglich cog + 1 an die Ste l levon g (R) getreten.  Wir wollen des- 
halb einige Eigenschaf ten  der GrSl~en cr + 1 kennenlernen.  

Zun/ichst gilt:  

8 

Setzt  m a n  n~mlich ffir cr R + 1 die Defini t ion (10) ein, b e k o m m t  m a n  : 

= (%8§ ~ + ~ )  

= (a f  - -  a f )  + (san - - a ~ )  + . . . .  a f ,  

da  a n = 0 fiir S > Sma x ist. 2 8 §  

Weiter  grit : 

R 

als SpezialfaI1 yon (i2). Wenn  n/~mlich/"1' = A1 ( to ta lsymmetr ische  Darstel lung) 
ist, dann  sind alle Zj' (R) = 1. Endlich grit 

(2 s + 1) ~ + ~  = x (0, R). (t5) 
8 

D. h. wenn m a n  die mi t  e inem Gewichtsf~ktor  (2 S + i) mult ipl iziertencr + 1 auf- 
summier t ,  b e k o m m t  m a n  dasselbe Ergebnis,  wie wenn  m a n  co = 0 in Z (co, R) 
setzt,  also das Spinkoord ina tensys tem nieht  dreht .  Z u m  Beweis verwenden wir die 
Beziehung ( i t ) :  

S 3 i 

= ~ Y (2 s + 1) &S+l, j zj (R) 
s j 

= Y ~ 2s+~ Z(0) A2s+l, j ;/~. (R) 
S 

da ~8+1 Z (0) = 2 S + I ist. Naeh  (Ta) ist die rechte  Seite gleieh Z (0, R) q. e. d. 

Weis wollen wir zwei Spezi~lisierungen der Formel  (12) bet rachten,  l~fir 
(o = 0 , ,degeneriert" der Spinfaktor  | der P roduk tg ruppe  ~ = | • ~ zum Ein- 
hei tselement  | = ~s. ~R besi tzt  in dem dureh die ~5~ aufgespannten l~aum die 
Darste l lungen E s  • Fj,  die noch nach irreduziblen Darstel lungen yon %R aus- 
reduzier t  werden k6nnen.  Und  zwar ist 

X (Es • Fj) = z(Es)"9/(Fi) = (2 S + 1) Zi , 

da Z (Ez) = ~8+1 )/(0) = 2 S § I i s t  (s. o.). 

Theoret, chim, Acta (Berl.), Bd. 1 12 
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Damit grit Ez • Fj = (2 S + t) F 1 fiir die Ausreduktion yon Ez • I~j. Wenn 
also die Darstellung 2S+l Pj, insgesamt A2s+l, 1' real in der Darstellung F~ ent- 
halten isfl, kommt die Darstellung/'j ,  ffir co - 0 insgesamt 

&, = F (2 s + t )  A2s+I ,  s, 
s 

real vor. Wenn man jetzt A~z+j, 1' durch (i6) ausdrfiekt, erh~lt man 

Aj ,=  ~ ( 2 S +  t ) T  O~2s+,Zj,(R ) 

h s 
Man erh/ilt daraus die ffir Symmetriegruppen geltende t~ormel 

1 
Aj, = T ~ zJ, (R) Z (0, R), 

wenn man (15) verwendet. 
Ist R auf das Symmetrieelement E (die Identiti~t) beschri~nkt, dann ,,degene- 

riert" der Faktor ~R zum Einheitselement ~E = @I'. Dieser Fall is$ bei v611iger 
Anisotropie realisiert, da dann als Symmetriegruppe die Gruppe C 1 vorliegt 
(h - - i ) .  Diese Gruppe besitzt als einzige Darstellung die totalsymmetrisehe 
Darstellung A 1 mit )~(E) = t. ~ besitzt in dem dutch die ~x aufgespannten Raum 
clio Darstellungen 2s+x F • Ej,, die noch naeh irreduziblen Darstellungen yon | 
ausreduzier~ werden k6nnen. Wegen g (El') = ll' (lt' is$ die Dimension der ]'. Dar- 
stellung der Symmetriegruppe) gilt: 

2s+i/, • Ej,  = lj, �9 ~s+*/1. 

Wenn also die Darstellung 2s+IF~., insgesamt A~ s+l, i' real in der D~rstelinng F~ 
enthalten ist, kommt die Darstellung 2z+l F insgesamt A~s+~ = ~ 11, A~s+~, 1' real j, 
vor. Man kann hier fiber alle ~' der Symmetriegruppe aufsummieren, weft die- 
jenigen j', ffir die A~.s+~, I' = 0 ist, keinen Beitrag liefern. 

Verwendet man abermals Formel (12), so erhi~lt man: 

h n  
Es ist nun: 

Dami~ bekommt man: 

oder, nach (10) : 

bzw. 

[ 0 wenn/~ 4- E 

A2s§ = h-  (~162 -~ 1 

fl-2S+l a E _ a E 2 ~ - 1  2~-~- 3 

A 2 s + 1  = a 2s +1  - -  a2s+a 

wenn man den fiberflfissigen Index E wegl~Bt. Dies ist in ~)bereinstimmung mit 
einem yon E. P. WIG~E~ [8] erhaltenen Ergebnis, wenn man als Index S anstelle 
der Multipliziti~t (2 S + l) benubzt : 

A s  = a s  - -  a s + l  
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Zuweilen ist man nur ~n bestLmmten Darstellungen interessiert. Man greift 
dann mit Vorteil auf einige einfache Beziehungen zurfick, die man mit tIilfe yon 
Charakteren~abellen und Formel (12) gewinnen kann. So gelten z. B. fiir die 
Symmetriegruppe 0 und ffir jedes Niultiplettsystem die folgenden Summen- 
beziehungen : 

A 1 -[- A s + 2 A a = 4 (ccE + cr 3c~-) 

i 
A4 + A5 = X (~2 _ ~c~) (i6) 

C= ist eine Drehung mit dem Winkel = u m  die z-Achso [001]. Da sich ~c, sehr 
leicht bestimmen lgl~, bekommt man die Summen (16) durch wenig mehr als 
blol~es Abzs Die Aj sind gauze Zahlen > 0. Wenn also eine Summe solcher A~ 
gleich Null ist, so ist es auch jeder Summand. 

Man kann auch bei Konfigurationen mit nichtgquivalenten Elektronen (d. h. 
m, n :~ 0 in emt2 n-m) Formel (i2) anwenden, um Rasse und Multiplizit/it der aus 
einer Konfiguration hervergehenden Spaltterme zu ermi~tein. Es gibt jedoch einen 
einfacheren Weg, bei dem man die Aufstellung 6iner Transformationstabelle 
(wie Tab. l) vermeidet. Kennt  man ngmlich l~asse und Multiplizits der aus den 
Konfiguratienen e m und tg. n-m entstehenden Terme, so bekommt man, wie beim 
analogen Atemproblem, Rasse nnd Multiplizitgt der aus der Konfiguration 
emt~n-m hervorgehenden Terme, indem man das direkte Produkt  aus allen mSg- 
lichen Kombinationen I'(e m) • F (t2n-m) bilde~. ~iir die Ermittlung der Multipli- 
zitg~ kann dabei das bekannte Vektormodell der Atome verwendet werden. 

Als ein Beispiel soll die Konfiguration e ~ t= 1 aus d~(O) betrachtet werden. Aus der 
(Einelektronen)-Konfiguration e 1 geht als einziger Term ~E hervor. Ahnlich ent- 
steht aus der (Einelektronen)-Konfiguration t= 1 der Term =T 2. Dann induzieren die 
24 Funktionen der Konfiguration e 1 t~lvom Typ I 0+ }+> die Darstellung ~E • ~T=. 
Aus der Kombination zweier Dublett-Terme bekommt man nach dem Vektor- 
modell je ein Singulett und Triplett. Die Ausreduktion der Produktdarstellung 
g • T 2 ergibt 

E • T 2 = T I + T~. 

Damit erhalten wir insgesamt und in Ubereinstimmung rait [5] : 

~E • ~T~ = ~T~ + ~T~ + ~T~ + STy. 

E. Bestimmung der (??'F)-Funktionen 
Abschlie~end wollen wir an Abschnitt B ankniipfen und die ~rage erSrtern, 

wie man von dem eben gewonnenen Standpunkt aus und abweichend yon bisher 
in der Literatur beschriebenen Methoden die Funktionen (?y'F) ermitteln kann. 

Wir haben bereits weiter oben darauf hingewiesen, dal~ der Hamiltonoperator 
(i) keine Spinkoordinaten enths und deshalb gegen Drehungen des Spin- 
koordinatensystems invariant ist. Er  ist also vertauschbar mit den Spinoperatoren 
$~ und Sz. Wie bei Atomproblemen, so miissen deshalb auch bier die richtigen 
Linearkombinationen der ~unktionen 0. Ns ~5;., also die l~unktionen 
(??'F), Eigenfunktionen yon S ~ und Sz sein, ws die r lediglich Eigen- 
funktionen von Sz sind: 

S~ (?y'/~) = S (S + i) (??'F) 
Sz (77'1 ~) = M s  (yy'F) 

12" 
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Wir wollen deshalb yon jetzt  ab anstelle yon (yy'/~) wieder das ausffihrlichere 
Symbol (yy'FSMs) bzw. (emt2n-m_P~SMs) ffir die richtigen Linearkombinationen 
0. N/~herung verwenden. Die Kugelsymmetrie des Problems in bezug auf die 
Spinkoordinaten hat  weiter zur •olge, dab man auch die Sehiebeoperatoren 
S-  = Sx -- i Sy und S+ = Sx q- i Sy wie beJ Atomproblemen anwenden kann, um 
Partnerfunktionen mit gleiehem S, abet verschiedenem Ms zu erhalten. Als 
Beispiel wollen wir die Funktionen (est2~ der aus tier Konfiguration e s her- 
vorgehenden Terme 1A1, 8A s und ~E aufsuehen. 

Aus den seehs Funktionen q}~, die zu e s gehSren (vgl. Abschnitt B), lassen sieh 
sechs neue Funktionen gewinnen, yon denen eine zum Term 1A~, drei zum Term 
3A 2 und zwei zum Term ~E gehSren. Die beiden letzteren wollen wir mit (est,~ 
bzw. (eSt2oE~O0) bezeiehnen. Wir wollen dureh diese Bezeichnung im AnsehluB an 
J. S. G~IFrIT~ [2] andeuten, dal] sich die Funktion (ests~ naeh derselben 
Zeile der zweidimensionalen Darstellung E transformier~, naeh der sieh die Ein- 
elektronenfunktion 0 transformiert. Entspreehend transformier~ sieh die Funktion 
(eSt2~ nach derselben Zefle tier Darstellung E, naeh tier sich die Einelektronen- 
funktion s transformiert (vgl. Tab. ~). Man benStigt diese zus/~tzliehe Klassifi- 
kation der Funktionen, wenn sie zu mehrdimensionalen Darstellungen gehSren. 

Wenn man die Liste der seehs Funktionen yon e s be~raehtet (Tab. 1), bemerkt 
man, dal~ sieh die beiden Funktionen [0 + 0-> und Is+ s-> wie (A 1 + Eo), die 
beiden Funktionen [ 0 + s-> und I 0- s+> wie (As + E~) transformieren (die Summe 
der beiden Beitr/tge zum Charakter stimmt jeweils fiberein). Daraus folgt, 
dab es eine Linearkombination tier ~unktionen I 0+ 0-> und [ s + s-> gibt, die zur 
Darstellung A~ gehSrt und dal~ es eine andere Linearkombination dieser beiden 
Funktionen gibt, die zur ,,O-Zeile" der Darstellung E gehSrt. Entspreehendes gilt 
fiir alas zweite Paar ] 0 + s-> und [0-s+>.  Die beiden restliehen Funktionen 
! 0 + s+> und [ 0- s-> transformieren sieh, wie man ebenfalls Tab. J entnimmt, 
nach der Darstellung A s und stud deshalb Triple~tfunktionen : 

I 0+ s+> = (eSt,~ i t ) ;  t 0- s-> = (ests~ ~ -- i). 
Anwendung des Operators S+ auf die Funktion 10- s-> oder des Operators S_ 
auf die Funktion [ 0+ s+> fiihrt zur Funktion 

(ests~ l 0) = ~ g  [ 0-  s+> + I 0+ s-> 

mit Ms = 0. Die zu dieser Funktion orthogonale Linearkombination der Funk- 
tJonen ] 0- e+> und [ 0 + s-> muB (s. o.) zu E~ gehSren. Sie lautet : 

(e~t~~ OO) = ~ (] O+ s->-- [ O- s+>) 

Man findet den Partner (eSt~oEo 00) zu dieser Funktion, indem man die Ope- 
ration Ca auf (eSt2~ 00) anwendet. Einerseits lautet n/~mlieh die Definition der 
Partnerfunktion: 

C3 (eSts 0 ~e 00) = ~- ~/3- (ests 0 N o 00) - -  (e2ts 0 Es 00) 

Andererseits bekommt man: 

V~ (I 0+ s-> - I 0- s+>) 

= • ~ (l ~+ ~-> - I 0+ 0->) - ~ ([ 0+ ~-> - I 0- ~+>) 2 
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D a  die l inken Sei ten der  beiden Gleichungen f ibere ins t immen,  mfissen ouch die 
rech ten  Sei ten  gleich sein. Man erh/~lt da raus  die Pa r t ne r funk t i on  zu (e2t2oE~ 00) : 

1 
(~t~o Eo 00) = ~ (I ~+ ~-> - -  ] O+ 0->) 

Die zu dieser F u n k t i o n  orthogona3e F u n k t i o n :  

1 
l/~: (l s+ 8-> + [0+ 0->) 

mu$ (s. o.) zu A 1 gehSren, is t  also (e~t2OA1 00). 

W e n n  also das  Ergebnis  der  Aus reduk t ion  und  die  daf i i r  ben6t ig te  Trans-  
fo rmat ions tabe l le  b e k a n n t  sind, dann  lassen sich die Funk t i one n  (yy 'F )  /~hnlich 
sys temat i sch  be s t immen  wie die Te rmfunk t ionen  der  freien Atome.  

Ieh danke Herrn Professor Dr. H. H~T~A~N fiir den Hinweis auf das vorliegende Pro- 
blem und der Deutschen Forsehungsgemcinsehaft fiir ein Stipendium. 
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