Theoret. chim. Acta (Berl.) 1, 159—171 (1963)

Institut fir physikalische Chemie der Universitit Frankfurt am Main

Zur gruppenthecretischen Bestimmung der Atomzustinde
in Ligandenfeldern
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Karr HeiNz HANSEN

Es wird vorgeschlagen, die Bezeichnungen ,,weak-field-Methode* bzw. ,strong-field-
Methode®* durch ,,(LI")-Metbode* bzw. ,,(yy'")-Methode* zu ersetzen.

Nach einer kurzen Einfiihrung in die (yy/1")-Methode wird mit den Mitteln der Gruppen-
und Darstellungstheorie eine Formel abgeleitet, mit deren Hilfe man schnell Rasse und
Multiplizitdt der Terme eines Komplexions in der (yy'I")-Methode angeben kann. Einige
Spezialfille dieser Formel und die systematische Bestimmung der (yy'I'")-Funktionen werden
erdrtert.

It is suggested that the misleading designations “weak field method” and ,,strong field
method” be replaced by “(LI") method” and ,,(yy'I") method”, respectively.

Following a brief introduction to the (y»'I’) method an equation is derived by group
theoretical means which leads to rapid classification of the (py'T") terms. Several special cases
and short cuts are discussed as well as the systematic determination of the (y'T") functions.

Le remplacement des termes «méthode du champ faibles et «méthode du champ fort» par
«méthode (LI")» et «méthode (yy'1"» est proposé.

Aprés une introduction dans la méthode (py'T") une formule est dérivée & Paide de la
théorie des groupes et des représentations, qui donne la représentation irréductible et la
multiplicité des termes d’un ion complexe dans le cadre de la méthode (yp'I"). Quelques cas
spéciaux de cette formule et la détermination systématique des fonetions (yy'I") sont discutés.

A. Einleitung

Das Problem, die aus einer Konfiguration eines frelen Atoms nach Einschal-
tung der Elektronenwechselwirkung entstehenden Terme zu ermitteln, ist bereits
gegen Ende der zwanziger Jahre mit den Mitteln der Gruppen- und Darstellungs-
theorie geldst worden. Damals wurde auch das sog. Vektormodell der Atome, das
man zuvor auf Konfigurationen mit nicht équivalenten Elektronen angewandt
hatte, gruppentheoretisch begriindet. Eine Beschreibung dieser Methoden findet
man in den bekannten Biichern von H. WeyL [7] und E. P. WicxEr [8].

Zwar hat H. A. BETHE wenig spéter in seiner grundlegenden Arbeit [1] aus dem
Jahre 1929, ebenfalls mit Hilfe gruppentheoretischer Uberlegungen, gezeigt, wie
man auch bei nicht kugelsymmetrischen Problemen die Rasse der entstehenden
Terme erhalten kann [4], doch fehlte insbesondere in der Methode des starken
Ligandenfelds bislang eine allgemein anwendbare Vorschrift, die dem Slaterschen
Vorgehen bei den freien Atomen entsprochen hitte. Es ist das Ziel der vorliegenden
Arbeit, eine solche Methode anzugeben.

Wir wollen im folgenden statt von der Methode des schwachen Komplexfelds
von der (ZJ/")-Methode sprechen, da die Methode durch den verwendeten Eigen-
funktionstyp (LI") gekennzeichnet und nicht an das Vorhandensein schwacher
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Komplexfelder gebunden ist. Durch das Symbol (LI") soll ausgedriickt werden,
daB die Funktionen (L") Eigenfunktionen zum Operator des Drehimpulsbetrags L?
mit den Eigenwerten L(L + 1) sind und sich auBlerdem nach bestimmten irredu-
ziblen Darstellungen I” der infrage kommenden Symmetriegruppe des Hamilton-
operators transformieren. Ahnlich wollen wir die Bezeichnung ,,Methode des
starken Komplexfelds durch (yy’I)-Methode ersetzen und dadurch zum Aus-
druck bringen, dafl die Funktionen (yy'I") ebenfalls zu bestimmten irreduziblen
Darstellungen I" der betrachteten Symmetriegruppe gehéren. Dariiber hinaus
gehdren diese Funktionen jeweils zu einer Konfiguration, die durch Angabe der
besetzten Einelektronenzustéinde y bzw. y” gekennzeichnet ist*.

Sowohl die Funktionen (LI7), als auch die (yy’I") sind ebenfalls Eigenfunktionen
zu den Spinoperatoren 82 und §, (s. Abschnitt E) mit den Eigenwerten S(S + 1)
bzw. M. Die vollstindigen Symbole fiir diese Funktionen lauten also (LI"SM;)
und (yy'I"' $M;). Die Abkiirzung dieser Symbole zu (LI") und (yy’I") und der obige
Vorschlag, die bisherigen Bezeichnungen strong- bzw. weak-field-Methode durch
(yy'I')- bzw. (LI')-Methode zu ersetzen, erfolgen in Anlehnung an die aus der
Theorie der Atome bekannten Bezeichnungen (77), bzw. (LS8). Tatsichiich ist,
wie in einer spateren Arbeit gezeigt werden soll, der Ubergang zwischen (LS)- und
(j7)-Kopplung dem Ubergang von der (LI')- zur (yy’I")-Methode weitgehend analog.

Fiir die weitere Diskussion wollen wir die (yy’I")-Methode als Ausgangspunkt
wihlen. Diese Methode soll deshalb im folgenden Abschnitt kurz besprochen
werden.

B. Die (yy'I")-Methode

Wenn wir die Spin-Bahnwechselwirkung als vernachléssigbar klein ansehen,
lautet der Hamiltonoperator fiir das Modell des elektrostatischen Komplexions
wie folgt:

1 Z 1 g
H=_Z<—2—v?+ ~)+,z_f+z_zi (1)
i ri i<y Tid i k£ T

Dabei wird iiber alle Valenzelektronen des Zentralions aufsummiert. Die ver-

schiedenen Anteile von (1) haben folgende Bedeutung:

—;—Vfist die kinetische Energie des 1.Valenzelektrons,

__Z die potentielle Energie des 7. Valenzelektrons in bezug auf den durch die
7+ Rumpfelektronen abgeschirmten Kern des Zentralions mit der effek-
tiven Kernladung Z,

1 . .

- ist die potentielle Energie zwischen dem ¢. und dem j. Valenzelektron,

iz

g ist die potentielle Energie zwischen dem 4. Valenzelektron und dem £.
7 Liganden mit der Punktladung — gy.

In der (yy'I")-Methode [6] setzt man nun:

H —H+H

o Y (t2 2 L
H = ;<2vi+'ri +;% Pt (a)
H- 21 (1b)

<0

* Bei Einelektronenzustinden verwenden wir kleine Buchstaben, also y statt I" -
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Die Schrodingergleichung fiir das ungestorte Problem mit dem Hamilton-
operator (1a) ist separierbar. Die Separation fithrt auf das reprisentative Ein-
elektronenproblem mit dem Hamiltonoperator

_t e _Z Y& 1
H, = 2 Vi m+ T rw (te)

fir das ¢. Elektron. Die Losungen der Schrodingergleichung mit dem Hamilton-
operator (1¢) sind bekannt. H. A. Bernr hat sie in der bereits zitierten Arbeit
fir alle wichtigen Fille angegeben. Es sind Linearkombinationen der d-, f-, g-
Elektronenfunktionen, die sich nach bestimmten irreduziblen Darstellungen
y der infrage kommenden Symmetriegruppe transformieren.

Wir wollen im folgenden nur Komplexe der zwei- und dreiwertigen Tonen mit
d-Valenzelektronen betrachten und uns auBerdem auf den allerdings hiufigsten
Fall (pseudo-)oktaedrischer Symmetrie des Ligandenfelds beschrinken. Die
wesentlichen Ergebnisse lassen sich ohne weiteres auf f-Elektronenfunktionen
und niedere Symmetrien iibertragen.

Die Losungen des Problems d!(0), also des reprisentativen d-Einelekfronen-
problems im Oktaederfeld*, mit dem Hamiltonoperator (1¢) sind die Einelektro-
nenfunktionen :

£ = gtz —2) — 22y

1= gl — 1) — eo) g

§ = (20)

6= VV%[(zz) + (2 —2)] .
£ = VLE[(z — 1) 4+ @1)],

also Linearkombinationen der d-Elektronenfunktionen (2 m;). Hierbei verwenden
wir die von J. 8. Grirrrre [2] eingefithrten Bezeichnungen. 6 und g, die sich nach
der zweidimensionalen Darstellung ¢ = e der Symmetriegruppe O transformieren,
gehéren zu dem doppelt entarteten Eigenwert 6 Dg**. £, 5 und £ transformieren
sich nach der dreidimensionalen Darstellung " = ¢, und gehoren zu dem dreifach
entarteten Eigenwert — 4 Dg.

Geht man nun zum Mehrelektronenproblem d?(0) iiber, so besetzt man die
Zustinde e bzw. t, mit (maximal 4 bzw. 6) Elektronen und erhilt die Konfigu-
rationen (yy’) = em f,n—m. Wir kénnen die Losungen der Schrodingergleichung
mit dem Hamiltonoperator (1a) nach Angabe der Konfiguration aufschreiben.
Die Energie der Konfiguration em §,n-m ist:

E,=6mDg—4 (n—m)Dg= (10 m—4mn) Dy (3)

Die diesen Energien zugeordneten Eigenfunktionen @; sind antisymmetrische
Funktionen, also Heisenberg-Slater-Determinanten der §,- - -, £&. So gehdren z. B.
zur Konfiguration e? die sechs H-8-Determinanten :

[0F6-D, et e, |67 e, [0-e>, | 6% &> und |6~ e+,

* Da die d-Funktionen gegen Inversion invariant sind, geniigt es in den folgenden gruppen-
theoretischen Betrachtungen, sich auf die Symmetrieoperationen der Gruppe O (statt der
vollen Gruppe Oz) zu beschrinken

** Dq ist der sog. kubische Feldparameter
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denn es gibt (3) = 6 mit dem Pauli-Prinzip vertrigliche Kombinationen der
beiden zur Darstellung e gehérenden Funktionen § und e*.

Im nichsten Néherungsschritt, der Storungsrechnung mit dem Operator (1b),
beriicksichtigen wir die elektrostatische Wechselwirkung zwischen den Valenz-
elektronen. Da indes die zur Konfiguration em f,n—m gehérende Energie ), stets
entartet ist, miissen wir zunéichst die sog. richtigen Linearkombinationen 0.
Niherung der @;, also die Funktionen (yy'I") bestimmen. Diese Funktionen lassen
sich leicht angeben (s. Abschnitt E), sobald wir Rasse I und Multiplizitdt (2 .S + 1)
der aus einer Konfiguration (yy’) entstehenden Spaltterme kennen.

C. Rasse und Multiplizitit der Terme eines Komplexions in der (py'I")-Methode**

Das vorliegende Problem gleicht in vieler Hinsicht dem verwandten Problem
der gruppentheoretischen Klassifikation von Termen freier Atome. Hier wie dort
ist der Hamiltonoperator (1) gegen beliebige Drehungen € der Spinkoordinaten-
systeme invariant, solange die Spin-Bahnwechselwirkung unberiicksichtigt bleibt,
der Hamiltonoperator also keine Spinkoordinaten enthilt. Wenn man deshalb,
wie dort, fordert, daBl die Linearkombinationen (yy’I") der @; in bezug auf Dre-
hungen © des Spinkoordinatensystems zu Darstellungen 9(5) der Kugeldrehgruppe
gehoren, hat man die Aquivalenz der Elektronen bereits voll beriicksichtigt,
kann also zur Losung unseres Problems auf die Anwendung der Permutations-
gruppen verzichten [§8].

In bezug auf den Ortsanteil (6 usw.) der verwendeten Basis unterscheidet sich
das vorliegende Problem vom Problem kugelsymmetrischer, freier Atome, da der
Hamiltonoperator (1) einen Anteil mit oktaedrischer Symmetrie enthilt. Wahrend
der Hamiltonoperator (1a) invariant gegen voneinander unabhingige Drehungen
der Koordinatensysteme der Einzelelektronen ist (sofern diese Drehungen Sym-
metrieoperationen der Oktaedergruppe entsprechen), ist der Hamiltonoperator (1)
nur noch invariant gegen gleiche Drehungen Ty der Koordinatensysteme aller
Elektronen.

Die Funktionen (yy’I") miissen also in bezug auf Drehungen & des Spinkoordi-
natensystems zur Darstellung 95/ der Kugelgruppe (von jetzt ab mit 25+ [
bezeichnet) und in bezug auf Drehungen Ty des kartesischen Koordinatensystems
(R ist eine Symmetrieoperation der Oktaedergruppe) zur irreduziblen Darstellung
I'; der Oktaedergruppe gehoren. Insgesamt miissen sie deshalb zu irreduziblen
Darstellungen der Produktgruppe & = & xTg gehdren. Es ist unsere nichste Auf-
gabe, diejenigen Darstellungen der Produktgruppe £ zu finden, die durch die
Basis der Eigenfunktionen @; induziert werden und diese daran anschlieflend nach
irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe auszureduzieren. Diese Aus-
reduktion ist das gruppentheoretische Analogon der durch die elektrostatische
Wechselwirkung bewirkten Aufspaltung. Wir kénnen also jedem Spaltterm eine
irreduzible Darstellung der Produktgruppe zuordnen und damit Rasse I und
Multiplizitdt (2 S + 1) des betreffenden Terms bestimmen.

Tir den ,,Spinfaktor & der Produktgruppe O kénnen wir nach dem, was weiter
oben gesagt wurde, alle aus der Theorie der Atome bekannten Ergebmisse [8]

* + brw. — bezeichnen Spin a bzw.
** Bericht an die Deutsche Forschungsgemeinschaft vom 27. Mai 1961



Zur gruppentheoretischen Bestimmung der Atomzusténde in Ligandenfeldern 163

iibernehmen. Insbesondere konnen wir uns, wie dort, auf diejenigen Darstellungs-
matrizen beschrinken, die Drehungen des Spinkoordinatensystems um die
z-Achse entsprechen, da die Drehungen &, um die z-Achse (mit dem < w) eine
Untergruppe der Kugelgruppe bilden. Wegen

1. 1.
@w(x:e?zwocund@wﬁ: ‘;?lwﬁ
bekommt man fiir die Anwendung von &, auf die @; das folgende Ergebnis:

2

S, D; (101" "Tnon)= e? o lon e Gn)@l (ti01°

Tagn), B

wenn 1, die Ortsfunktion, g, die Spinfunktion des n. Elektrons bezeichnet und
o= + 1 bzw. — 1 ist, je nachdem ob g == « oder § ist. So ergibt sich beispielsweise
fiir die Anwendung von &, auf die Funktion | +e+):

8, | 0% et) = B, D (015;; e3%p) = el | O &™),

Fir die irreduziblen Darstellungen 25+ I'; der Produktgruppe £ = &, x Tg
(bzw. deren Charaktere 25+1y,) benétigen wir weiter unten die Charaktere 25+1y(w)
der irreduziblen Darstellungen 25+1 [ der Kugelgruppe. Sie sind durch

+ 8

25“){(0)) — Z Sez‘m (5)
y o=

gegeben. Ein Tripletterm liefert also z. B. den Beitrag

Sy(w)= el - | + ¢l
zum Charakter 3y,.

Als ndchstes untersuchen wir die Anwendung von Tp auf die Funktionen @;.
Die H-S-Determinante @, (1,0," - -Tnon) zerfillt, wenn man sie entwickelt, in
eine Summe von Produkten, von denen man das Produkt v; (7,01} v, (7204) * -
Wa (Tn0n) als reprasentativ betrachten kann. Die Anwendung von Ty fihrt dieses
Produkt 1m allgemeinen in eine Linearkombination der reprasentativen Produkte
von @;, @,,--- und damit @; in eine Linearkombination der @;, @;,--- iiber.
So bekommt man beispielsweise als Ergebnis der Anwendung von C; (C; sei eine
Drehung im Uhrzeigersinn mit dem Winkel 2/3 7w um die Oktaederachse [111]) auf
die Funktion |0+ 6=):

1  — i — 3
Cs |0+ 6—>=Z|0+6*>+Z V3 |6+8">—}~—4—V3 |£+0—)+Z|£+a—>.

Dabei haben wir bereits die Kenntnis der Transformationseigenschaften der
Hinelektronenfunktionen (2) — insbes. 030 = —1/26 — 1/21/§£ — vorausgesetzb.
Man kann sie den in der Literatur verdffentlichten Transformationstabellen [2a]
entnehmen. Fir den Charakter der durch die @; induzierten Darstellung interes-
siert nur der Faktor von@;, d. h. in dem obigen Beispiel der Faktor 1/4 von |6+ 6—.

Die fir die irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe £ (bzw. deren
Charaktere) benotigten Charaktere y; (R) der irreduziblen Darstellungen I der
Gruppe O kann man ebenfalls der Literatur [3] entnehmen.

Wir sind nun in der Lage, diejenigen Darstellungen der Produktgruppe
&, X Zg, die durch die Basis der @, induziert werden, anzugeben. Wenn wir &,,-Tg
auf @, anwenden, so gehdrt zum Element (w, R) die Darstellungsmatrix é (w, B).
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Die Gesamtheit dieser Matrizen bildet die im allgemeinen noch reduzible Darstellung
I, der Produktgruppe. y (w, B)sei der Charakter der Matrix 8 (w, R). Wir bekom-
men y (w, RB), indem wir das Ergebnis der Anwendung von &, aut @,, also den

1 .
Faktor ¢2 "¢ (0 F -+ 0o (4), multiplizieren mit dem Ergebnis der Anwen-
dung von Tg auf @; (also mit den Faktoren von @;) und iiber alle @; der betreffen-
den Konfiguration (yy’) aufsummieren. In Tab. 1 ist das fiir alle sechs zu der Konfi-

1 .
guration e? gehorenden @, durchgefiihrt. Da der Faktor e '* ottt o) gy

eine bestimmte Funktion @; bei allen Operationen R gleich ist, ist er nur inder dufler-
sten rechten Spalte der Tabelle (unter €,,) angegeben. Man muf} sich alle Beitrige
zum Charakter, die aus der Anwendung von g auf @, entstehen und die also in
derselben Reihe stehen, mit diesem Faktor multipliziert denken. In Tab. 1 sind
ebenfalls angegeben: die Charaktere y; (R) fiir Iy = 4,, 4, und E, die Diagonal-
elemente der durch die Funktionen 6 und & induzierten Matrixdarstellung der

Tabelle 1. Konfiguration e? aus d? (0Q)

E o o o o So
4, 1 1 1 1 1
B 2 2 0 —1 0o |
A, 1 1 —1 1 1 |
Eg 1 1 1 —1/2 —1/2
g, 1 1 —1 —1/2 1/2
lo+67) 1 1 1 \ 1/4 1/4 1
let e 1 1 1 ‘ 1/4 1/4 1
[ g+ ety 1 1 —1 1 —1 o
|6+ &) 1 1 -1 1/4 —1/4 1
16— ¢t 1 1 =1 1/4 —1/4 1
|0~ &) 1 1 —1 ’ 1 —1 eiw
IN I 1 > |
+ £ | + ! \
= < ) T T
g g & g s
X (w’ -R) + + -+ + _I_,
Y S 3 N il
£ A < £ <
o 2R | o s R R
2 Q R i =
R ) B | e H ”
as5+1 [ (] L l o -
und W o U e 8 o e s
R &8 & & I &8 I
%28 +1 I bl ] [ |
- = S pad = = 1

Oktaedergruppe, sowie die GroBen % | und af; |, die wir spéter bendtigen und
dort erkliren.

Die irreduziblen Darstellungen 2517 der Produktgruppe &, xTr bekommt
man [8] aus den irreduziblen Darstellungen der , Faktoren, indem man das

direkte Produkt bildet:
28+ [l = 2841 [ I,
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Die (uns interessierenden) Charaktere 25+1y, der Darstellungsmatrizen sind
dann durch das Produkt
2S+1X:i= 2S+1x (w) . Xi (R) (6)
gegeben. Dabei kann man y; (R) den in der Literatur angegebenen Charakteren-
tabellen (s. 0.) entnehmen, wihrend 251 y{w) durch (5) gegeben ist. Zu den irredu-
ziblen Darstellungen *4,, 1F und 34, (I, 15 und 37, in der Schreibweise von
H. A. Berae) gehoren also die in Tab. 2 angegebenen Charaktere:

Tabelle 2
4, | B 34, 14, +1E +34,
E 1 g 2 (elo - 1+ i) 4+ (eio -+ giv)
30, 1 2 (el - 1 4 ¢—iw) 4+ (ele 4 gim)
6C, 1 0 — (el + 1 -+ g~iw) — (efe | g=iw)
8C, 1 —1 (ef0 + 14 i) | 1-+ (el | i)
6C, 1 | 0 | —(gi® -} 1 4 et} ! — (efo - g—im)

Mit Hilfe der in den Spalten von Tab. 1 angegebenen Charaktere y(w, B) und
den a priori bekannten Charakteren 25+ y, der irreduziblen Darstellungen 25+1 [
der Produktgruppe kénnen wir jetzt die Ausreduktion ,,per inspectionem’ voll-
ziehen, d. h. wir stellen durch Probieren fest, welche der bekannten Charaktere
2S+ly, sich fiir alle Elemente (w, R) zu y(w, R) aufsummieren. Durch Vergleich
der letzten Spalte von Tab. 2 mit den in Tab. 1 angegebenen y(w, R) bekommt
man so das bekannte Ergebnis [6]:

I'(e?)=14,41F 434,
Aus der Konfiguration ¢? entstehen bei Einschaltung der Elektronenwechsel-
wirkung drei Spaltterme: ein Triplett mit der Oktaederrasse A4, und zwei Sin-
guletts mit der Rasse 4, bzw. E.
Im folgenden Abschnitt wollen wir eine Formel ableiten, die es gestattet, die

Ausreduktion auch dann zu vollziehen, wenn dies nicht bereits per inspectionem
gelingt.

D. Allgemeine Formulierung

Um die Darstellungen I'y nach den irreduziblen Darstellungen der Produkt-
gruppe auszureduzieren, geniigt es festzustellen, wie oft die Charaktere 25+1y; in
% (@, R)enthalten sind. Unsere Aufgabe ist es also, die Zahlen Ayg.11, 5in der Formel

7w, Ry= ZS Z Apsyq, g 2542 Xi (7
7
zu bestimmen. Nach (5) und (6) kann man dafiir schreiben:

7w, R)= Z;; Agsiy, 5 2 g (w) - x5 (B)

= Z.; 2 Assi, it g (B) 3 e (7a)
7 7=—
Fihrt man fir den Beitrag Ass. 1, jy; (B) der j. Darstellung die Abkiirzung
55, 10 g €I0:
a21§'+17}' :AZS“'L.?'Z?' (R) (8)

11a*
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bekommt man :
+5

(1), R) Z Zazs+1 i Z Sgl'vw.
y o= —

FaBlt man jeweils gleiche Potenzen von efe zusammen und bezeichnet die
Faktoren von eoS mit a,s . ;, kann man das im Fall ganzzahliger S wie folgt
schreiben:

x(w,R)z'--+af+a§ei“’—}—afe2iw—[—'-' 9

Es geniigt, positive Potenzen von ef» in dieser Summe zu betrachten, da die
Koeffizienten von efe und e~%» gleich sind.

Der Faktor a %, | von efoS setat sich aus den Zahlen a,%
die Darstellungen mit S > 8" lefern einen Beitrag:

ag 4 1,; Zusammen, Nur

R R . R
“2S+1—; (@55 10,7 F W5 g + 7o)

g 5= ; ( ag gt )
Fir die Differenz (a5 1 al +3)» die mit X 41 bezeichnet werden soll:
0‘21§+ 17 0’21;’4—1 - a2§+ 3 (10)
ergibt sich also:
L T Za2S—I—1] )
und wegen (8):
25+1 ZA2S+1 7% ( ) (11)

Multiplikation mit y, (R) und Summatlon iiber alle R ergibt:
}R:xj' (R)oy§, , = Z ZAzsﬂ, 7% (B) xy (B)= h Agsia,

wegen der fiir die y; (&) giiltigen Orthogonahtatsrelatlonen [8]. Die gesuchten
Zahlen Ayg.q, j bekommt man also aus:

1
A2S+ 1, .7'I = T% 0‘2Z§+1 X (R) (12)

% ist die Ordnung der infrage kommenden Symmetriegruppe.

Mit der Formel (12) kann man nun die Zahlen Azgq, jin (7) auch dann ermit-
teln, wenn dies nicht bereits auf die im letzten Abschnitt beschricbene Weise
.ge]ing’o Hierzu entnimmt man zunéchst aus (9) die Faktoren a,% . | von efS. Die
ol ., bekommt man danach aus (10). Man setzt sie, zusammen mit den y; (R), die
man einer Charakterentafel fiir die infrage kommende Symmetriegruppe ent-
nehmen kann, ein in (12). So bekommt man mit den in Tab. 1 enthaltenen Zahlen
;% ., und Charakteren z; (R) unter Berticksichtigung der Vielfachheit der Elemente
von O und von % = 24 aus Formel (12) die folgenden Zahlen Ayg.q, ;:

Ar =_21Z(1><3+3><3+6><1+8><o+6><1):1
Al,g:21—4(2><3—{—6><3+0><1-—8><O+0><1)=1

A =§14—(1><1+3><1——6><—1+8><1——6><—1)=1.
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Alle anderen Aggiy, ; sind gleich Null. Man bestéitigt das gegen Ende von
Abschnitt C per inspectionem erhaltene Ergebnis.

Die Ableitung von (12) ist allgemein. In ihr ist nichts verwendet worden, was
sich auf eine spezielle Symmetriegruppe bezieht. Formel (12) ist daher auf alle
Symmetriefialle anwendbar.

Bei der Betrachtung der Formel (12) fallt die Ahnlichkeit mit der sonst (d. h.
insbes. fiir Symmetriegruppen) giiltigen Formel

Ay =4 27 (B zy (B)

auf. Es ist offenbar lediglich « £  _ an die Stelle von 4 (R) getreten. Wir wollen des-

28 +1
halb einige Eigenschaften der GroBen «,% . | kennenlernen.
Zunéchst gilt:
Z Kol 1 = AL (13)

Setzt man ndmlich fiirx E_  die Definition (10) ein, bekommt man :

25+ 1
_ R
%:f"gs+1 —g(“z&x—l s 4 3)
=(@f —af) + (af —af)+ -+ =af,
= 0 fir S> 8,4 ist.

Weiter gilt:

da a,5

}1; oo =P Agsia (14)

als Spezialfall von (12). Wenn ndmlich I'y = 4, (totalsymmetrische Darstellung)
ist, dann sind alle y, (R) = 1. Endlich gilt

Z 28+ Nk, =720, R). (15)
D.h. wenn man die mit einem Gewichtsfaktor (2 § + 1) multiplizierten« % 4+ auf-

summiert, bekommt man dasselbe Ergebnis, wie wenn man o = 0 in y (w, R)
setzt, also das Spinkoordinatensystem nicht dreht. Zum Beweis verwenden wir die
Beziehung (11):

%‘ 28+ N« 2s+1 %:(QS—F 1)ZA2,3+1,,-%7-(R)

Z Z 28 + 1) Assia, j 25 (R)
Z Z 2541 4(0) Agsy, i % (R)

da 25+1 »(0) = 2 § + 1 ist. Nach (7a) ist die rechte Seite gleich ¥ (0, R) q. e. d.

Weiterhin wollen wir zwei Spezialisierungen der Formel (12) betrachten. Fir
w =0 ,,degeneriert” der Spinfaktor &, der Produktgruppe £, = &, x Tz zum Ein-
heitselement Gy = 5. Tp besitzt in dem durch die @, aufgespannten Raum die
Darstellungen Eg x I, die noch nach irreduziblen Darstellungen von Tz aus-
reduziert werden kénnen. Und zwar ist

% (Bs x Iy) = y(Hs)-7 )= 28+ 1) x5 ,
da y (Hg) = 251 (0) = 2 8 + 1 ist (s. 0.).

Theoret, chim, Acta (Berl.), Bd. 1 12
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Damit gilt Hg x Iy = (2.8 + 1) I'; fiir die Ausreduktion von Hg x I'j. Wenn
also die Darstellung 25+1 I, insgesamt Az g4y, 7 mal in der Darstellung Iy ent-
halten ist, kommt die Darstellung I fiir w = 0 insgesamt

Ap = % 28+ 1) Assya, 5

mal vor. Wenn man jetzt Ajs.q, 7 durch (16) ausdriickt, erhdlt man
1
A= ;(26’—#— 1)7 %0‘224_1%7" (R)

1
Man erhilt daraus die fir Symmetriegruppen geltende Formel

A =5 30 (B70R)
wenn man (15) verwendet.

Ist R auf das Symmetricelement & (die Identitéit) beschrinkt, dann ,,degene-
riert der Faktor Tp zum Hinheitselement Tp = €. Dieser Fall ist bei volliger
Anisotropie realisiert, da dann als Symmetriegruppe die Gruppe C, vorliegt
(h == 1). Diese Gruppe besitzt als einzige Darstellung die totalsymmetrische
Darstellung 4, mit y(E) = 1. &, besitzt in dem durch die @, aufgespannten Raum
die Darstellungen 2541 [" x Ej., die noch nach irreduziblen Darstellungen von &,
ausreduziert werden kénnen. Wegen y (Ey) = Iy (I ist die Dimension der 4. Dar-
stellung der Symmetriegruppe) gilt:

2541 By =l - 2541,

Wenn also die Darstellung 2541 [ insgesamt A, g1, 7 mal in der Darstellung I,
enthalten ist, kommt die Darstellung 25+t [ insgesamt Agg,q = Z Iy Aggyg, j mal

7
vor. Man kann hier iiber alle j* der Symmetriegruppe aufsummieren, weil die-
jenigen 7/, fiir die Asgyq, = O ist, keinen Beitrag liefern.

Verwendet man abermals Formel (12), so erhdlt man:

1
A2S+:l = i 72, lf'% 0‘22-}_1%7" (R)
1
27;“2{8{'4—1;@’%’ (B)
Es ist nun:

Owenn R+ £

7_2, b yy (B) = ,Z':ljz' = hwenn R=F

Damit bekommt man:

1
Apsi1= 7 (“21?8'-1— 1 h)

oder, nach (10):
Agsii= “2§'+1“‘“2F:;+3
bzw.
Agsi1= G281 — Bases
wenn man den iiberflissigen Index & weglaBt. Dies ist in Ubereinstimmung mit
einem von E. P. WieNER [8] erhaltenen Ergebnis, wenn man als Index § anstelle
der Multiplizitdt (2 8 + 1) benutzt:

Ag=as—asy1
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Zuweilen ist man nur an bestimmten Darstellungen interessiert. Man greift
dann mit Vorteil auf einige einfache Beziehungen zurtick, die man mit Hilfe von
Charakterentabellen und Formel (12) gewinnen kann. So gelten z. B. fiir die
Symmetriegruppe O und fiir jedes Multiplettsystem die folgenden Summen-
beziehungen:

At Agt 2 A, = 1 (68 + 036
At A= (a8 —a) (16)

C, ist eine Drehung mit dem Winkel 7z um die z-Achse [001]. Da sich «C2 sehr
leicht bestimmen 1aft, bekommt man die Summen (16) durch wenig mehr als
bloBes Abzihlen. Die A; sind ganze Zahlen > 0. Wenn also eine Summe solcher A;
gleich Null ist, so ist es auch jeder Summand.

Man kann auch bei Konfigurationen mit nichtdquivalenten Elektronen (d. h.
m, n £ 0in emfyn—m) Formel (12) anwenden, um Rasse und Multiplizitit der aus
einer Konfiguration hervorgehenden Spaltterme zu ermitteln. Es gibt jedoch einen
einfacheren Weg, bei dem man die Aufstellung einer Transformationstabelle
(wie Tab. 1) vermeidet. Kennt man ndmlich Rasse und Multiplizitdt der aus den
Konfigurationen e und t,»~ entstehenden Terme, so bekommt man, wie beim
analogen Atomproblem, Rasse und Multiplizitit der aus der Konfiguration
em,n—m hervorgehenden Terme, indem man das direkte Produkt aus allen mog-
lichen Kombinationen I'(em) x I' (t,%~m) bildet. Fiir die Ermittlung der Multipli-
zitdt kann dabei das bekannte Vektormodell der Atome verwendet werden.

Als ein Beispiel soll die Konfiguration el {,! aus d2(0) betrachtet werden. Aus der
(Einelektronen)-Konfiguration ¢! geht als einziger Term 2E hervor. Ahnlich ent-
steht aus der (Einelektronen)-Konfiguration ¢, der Term 277,. Dann induzieren die
24 Funktionen der Konfiguration et t,'vom Typ | 6+ &+) die Darstellung 28 x 2T,
Aus der Kombination zweier Dublett-Terme bekommt man nach dem Vektor-
modell je ein Singulett und Triplett. Die Ausreduktion der Produktdarstellung
B x T, ergibt

ExTy=T,+ T,
Damit erhalten wir insgesamt und in Ubereinstimmung mit [5]:
2 x ey =10, + 17, + 3T, 437,

E. Bestimmung der (yy'I")-Funktionen
AbschlieBend wollen wir an Abschnitt B ankniipfen und die Frage erortern,
wie man von dem eben gewonnenen Standpunkt aus und abweichend von bisher
in der Literatur beschriebenen Methoden die Funktionen (yy'I") ermitteln kann.
Wir haben bereits weiter oben darauf hingewiesen, daB der Hamiltonoperator
(1) keine Spinkoordinaten enthilt und deshalb gegen Drehungen des Spin-
koordinatensystems invariant ist. Er ist also vertauschbar mit den Spinoperatoren
82 und §,. Wie bei Atomproblemen, so miissen deshalb auch hier die richtigen
Linearkombinationen der Funktionen . Niherung @,, also die Funktionen
(yy'I'), Eigenfunktionen von 82 und §; sein, wihrend die @; lediglich Eigen-
funktionen von 8, sind:
82 (py 1) =8 (8 + 1) (yyT)
Sy (yy' D) = Ms (yy'T)
12%
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Wir wollen deshalb von jetzt ab anstelle von (yy’I") wieder das ausfiilirlichere
Symbol (yyI'SMs) bzw. (emt,n—m] ,SMg) fiir die richtigen Linearkombinationen
0. Ndherung verwenden. Die Kugelsymmetrie des Problems in bezug auf die
Spinkoordinaten hat weiter zur Folge, dall man auch die Schiebeoperatoren
S =8;—i8,und §, = 8§, + 1§y wie bei Atomproblemen anwenden kann, um
Partnerfunktionen mit gleichem §, aber verschiedenem Mg zu erhalten. Als
Beispiel wollen wir die Funktionen (¢%,°1, 8 Ms) der aus der Konfiguration ¢ her-
vorgehenden Terme 14,, 34, und 1E aufsuchen.

Aus den sechs Funktionen @,, die zu ¢2 gehoren (vgl. Abschnitt B), lassen sich
sechs neue Funktionen gewinnen, von denen eine zum Term 14, drei zum Term
34, und zwei zom Term 1% gehéren. Die beiden letzteren wollen wir mit (e2£,°£,00)
bzw. (e%#,°E.,00) bezeichnen. Wir wollen durch diese Bezeichnung im Anschluf§ an
J. 8. GrirritH [2] andeuten, dafl sich die Funktion (e%,°£,00) nach derselben
Zeile der zweidimensionalen Darstellung £ transformiert, nach der sich die Ein-
elektronenfunktion § transformiert. Entsprechend transformiert sich die Funktion
(€%,°1.00) nach derselben Zeile der Darstellung #, nach der sich die Einelektronen-
funktion & transformijert (vgl. Tab. 1). Man bendstigt diese zusétzliche Klassifi-
kation der Funktionen, wenn sie zu mehrdimensionalen Darstellungen gehoren.

Wenn man die Liste der sechs Funktionen von e? betrachtet (Tab. 1), bemerkt
man, daB sich die beiden Funktionen |6+60-) und [et &) wie (4, + Hy), die
beiden Funktionen | 6+ &~ und | 6~ &) wie (4, + E,) transformieren (die Summe
der beiden Beitrige zum Charakter stimmt jeweils iiberein). Daraus folgt,
daB es eine Linearkombination der Funktionen |6+ 6~> und |&* &™) gibt, die zur
Darstellung A; gehért und daB es eine andere Linearkombination dieser beiden
Funktionen gibt, die zur ,,0-Zeile” der Darstellung E gehort. Entsprechendes gilt
fir das zweite Paar | 6+ &> und |6~ e*). Die beiden restlichen Funktionen
| 6+ &ty und |@- &) transformieren sich, wie man ebenfalls Tab. 1 entnimmt,
nach der Darstellung 4, und sind deshalb Triplettfunktionen:

|0+ ety = (e2,04, 11); |0~ &) = (e%,04, 1 —1).
Anwendung des Operators 8, auf die Funktion |6~ &~) oder des Operators S-

auf die Funktion | 6+ &+) fithrt zur Funktion

(e2%,04, 10) = 712; <| 6=ty + | O+ a‘))
mit Mg = 0. Die zu dieser Funktion orthogonale Linearkombination der Funk-
tionen | 6~ &*> und | 0+ ¢~ muB (s. 0.) zu B, gehoren. Sie lautet:

(34,0, 00) — % <| 6> — | - s+>>

Man findet den Partner (e%,°E, 00) zu dieser Funktion, indem man die Ope-
ration C, auf (e%,°F, 00) anwendet. Einerseits lautet ndmlich die Definition der
Partnerfunktion:

C; (e%,0 B, 00) = % V3 (e%° Hy 00) — % (€20 E, 00)

Andererseits bekommt man .

Oy (|6 e>—|0-&b)
= VB (et — [050-) —5 (| 0+ e — [ 0- %)
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Da die linken Seiten der beiden Gleichungen iibereinstimmen, missen auch die
rechten Seiten gleich sein. Man erhilt daraus die Partnerfunktion zu (e,°F, 00):

(240 T, 00) = ‘V% (

Die zu dieser Funktion orthogonale Funktion:

etemy — |0 07)

Viz_(! £t ) + |6+ 6-)

mub (s. 0.) zu 4, gehdren, ist also (e%,04, 00).
Wenn also das Ergebnis der Ausreduktion und die dafiir bendtigte Trans-

formationstabelle bekannt sind, dann lassen sich die Funktionen (yy'I") dhnlich
systematisch bestimmen wie die Termfunktionen der freien Atome.

Ich danke Herrn Professor Dr. H. HarTMaNN fiir den Hinweis auf das vorliegende Pro-
blem und der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ein Stipendium.
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